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Colloquium “Capita ult de Numerleke Wiskunde'
Multi-lengte progrsmmering.

deoor
E.W. Dljkstra

De wijze, waarop multi-lengte rekenwerk door een automatische
rekenmachine het meest effici¥nt verricht kan worden, zal in
hoge mate beinvloed worden door de speclfleke eilgenschappen
van de betroffen machine,

Zonder te streven naar volledlgheid laten wij ter inleiding
enkele mogelijkheden volgen.

Wlj zullen ons beperken tot machlnes met vaste komma. (Bij
een machine met ingebouwde drijvende komma zal men van de
drijvende komma waarschijnlljk geen enkel voordeel hebben,
mogeliJkerwlis zelfs nadeel, b.v, als er in de code nlet
voorzlen 1s in een scepele methode ter isolatle van het
minst significante gedeelte van een product.)

Het multl-lengte getal wordt opgespllitst in "blokken"; voor
elk blok wordt een woord van de standaardlengte ter beschik-
king gesteld,

Bl] een binaire machine rijst allereerst de vraag, of de een-
heid van blok 10" of 2™ maal zo signiflcant moet zijn als de
eenheid van het volgends blok.

Om het lange getal in decimale blokken te splitsen, biledt
elgenlijk alleen voordeel bil) de invoer en de ultveoer; bil]
administratlieve processen via ponskaarten valt het te over-
wegen, mits de deling door de machine voldoende snel kan
worden uitgevoerd. Dit laatste is minder urgent, als het
admlnistratieve proces hoofdzakelljk ult additileve bewerkin-
gen bestaat; z1] worden vergemakkelljkt als de woordcapacti-
telt meer dan twee maal zo groot is dan de betroffen tien-
macht, die met de bloklengte overeenkomt, '

Voor de ARMAC, zonder ingebouwde deling, en voor wetenschap-
pelijke berekeningen, was het opsplitzen in decimale blokken
kennelijk nilet het overwegen waard,

Van vrlj veel invlced is de in de machiné'gangbare represen-
tatle van negatieve getallen (annex de werking van het arith-
metisch orgaan).
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Is de woordlengte m+1 blts, (tekencljfer, gevolgd door m
binaire cijfers) en denken wtj de komma cnmiddellijk achter
het tekenclifer, dan zijn in dit systeem de capaclteltsgren-
zen

¢ xe -2

0 1s hier "het klelnste positleve getal". Een getal wordt

van teken gewisseld, door alle cijfers te lnverteren (C door
1 vervangen en omgekeerd) en bovendien 2™ (een 1 op de minst
significante plaats) op te tellen, Tekenwlsseling geschiedt
dan wel m,b.v, de opteller; addltieve bewerkingen worden
zonder end arpound carry ulitgevoerd,

(Een andere versie van het complementensysteem zou zijn met
de capaciteltsgrenzen

-(1-2™) e x <1

¢ zou dan "het grootste negatieve getal" zljn, De voorstel-
ling van positleve getallen wordt dan minder vanzelfspre-
kends m,1. wegen de - aanvechtbare! - bezwaren van ecen
negatieve nul ruimschoots op tegen het bezit van de +1.)

prege-Aph=gi s i gh it ripevipuriy S SRR

Hler zljn de capaciteltsgrenzen
-(1-2™y ¢ x (127"

Er ziJn twee representaties voor het getal nul: +0 (alle-
maal nullen) en -0 (allemaal emen). Een getal wordt van te-
ken gewilsseld door alle cijfers te inverteren; dlt kan dus
geschleden zonder gebruilt te maken van de opteller. Addi-
tieve bewerklngen moeten echter ultgevoerd worden met

end around carry.

Voor de represantatie van een getal van g-voudlge lengfe nemen
wa aan dat het tekencljfer van elk woord als tekencijfer

van het blok fungeert, dat dus met een woordlengte wvan

m+4 bits de opeenvolgende blokken een factor 2™ 1n signi-
cantle verschillen,

Als we de blokken als geheel getal cpgevat met Bi aanduil-
den, ls het multl-lengte getal gelijk aan

”
270 4 =Ty ...+ B,RTIT
B, By.2™" + B2
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In het complamentensysteem nu 13 het aantrekkelijkste om
het meest-significante blok het teken van het getal mee te
geven, en alle volgende blokken het +-teen (resp, het teken
van de nul) te laten hebben,

(Analoog aan de voorstelling: loz 0.2 = -1 + ,30103).

Det dit voordelen heeft wordt het beste gelllustreerd met
het felt, dat met deze conventies de capaclteitsrestrictles
(voor positieve nul) luiden:

“qgx¢ 127",

In het inversensysteem verdient het de voorkeur, com glk
blok het teken van het lange getal te geven. Dan luiden n.l.
de capaciteitsrestricties analoog aan het enkele woord

~(1-27My x 127

Met betrekking tot de additleve bewerkingen valt - ongeacht
of de machine ultgerust is met een echte dubbel-lengte accu-
mulator - de vergelljking tussen beide systemen uit ten
gunste van het complementen-systeem., Weinlg verschil maakt
het blj additie van twee getallen van hetzelfde teken: de
optelling wordt uiltgevoerd te beginnen bij het minst slgni-
ficente blok, de overdracht, dle ontstaat wordt bil] de cp-
telling der volgende blcokken in rekening gebracht, Blj het
complementen~systeem 1ls deze overdracht O of 1, bi) het
inversen-systeem is deze overdracht +1 of +0 bi) additle van
positieve getallen, -1 of -0 bij die van negatieve getallen.
BiJ het complementen-systeem gaat de additie van twee ge-
tallen van verschillend teken even gemakkelijk; bijJ het In-
versen-systeem echter 1s de Inhoud van het minst signifil-
cante hlok van het antwocord afhankelljk van het uiteindelijké
teken van de som, dus van lets wat pas na afloep van de op-
telling bekend 1s. De optelling van twee getallen van ver-
schlllend teken geschiedt nu in twee fasen: eerst worden

da metallen bloksgewljs opgeteld (overdracht 1s uitgesloten!);
als aan het mgest significante blok # 0 het teken van het
antwoord gedetecteerd is, wordt het "teken consistent" ge-
maakt,

De ARMAC heeft geen dubbel-lengte accumulator; evenwel ls
dankz1j de schuifopdrachten, welker verrichtingen, zozls in
een machline werkend met het inversen-systeem voor de hand



_h_
ligt, volsiagen symmetrisch zijin in de enen en de nullen,
gen simpele mogmelijkheid gzeboden om de 'setekende overdracht”
te isoleren, zozls deze voorkemt bij de additle van getallen
van hetzelfde fteken.

Bi} een vermenigvuldiging van twee teken consigstente getal-
len kan hiervan uiteraard alle vruchten geplukt worden,

De multi-lengte routines van de ARMAC zlJjn bestemd voor het
rekenen met breuken, en nlet net heel grote gehele getallen,
Wat gewconlijk als deling wordt aangeduld is hler dus vanwege
de vercnachtzaming van ds rest een quotlentberekening, Hier-
voor is een proces gekozen, waarblj multl-lengte optellingen
slechts hoeven worden toegepast op getallen van hetzelfde
teken. Er 15 gebrulk gemaskt van een varlant van de relatie:

7%5 = (1+c)(1+02)(1+c4)(1+08) .;..... jejet

Evenals blj toepassing van bovenstaande formule nodlg, resp.
gewenst 1s, worden teller en noemer van teken gewlsseld, als
de noemer negatief 1s en worden ze belde met ol vermenligvul-
digd, n zo gekozen, dat de nieuwe noemer b voldoet aan de
ongeli jkheden '

¢ba

Als we de 2o verkregen teller en noemer met a2 resp. b aan-~
dulden zZou het boven gegeven proces aanleiding geven tot het
rekenschema:

Inleidings (qo =a) en eq = 1-b

. _ - 2
Repetitie: Qipq = Ay F Q4¢3 e cy g 3 Sy
Resultaat: " als ey = 0, dan geldt qq =g ".

Omdat dit proces per stap twee vermenigvuldigingen van multi-
lengte getallen vergt 1s de volgende variant gekozen:

Inlelding: (qo =a en 1y = b)

Repetitile: Cy = 1-b1 Aypq = Qg + Q40 en
Dyyq = By + Pyoy

Resultaat: "als by = ¢, dan geldt q, = % "

Als 1n de repetitle exact ¢y = 1-b1 gekozen wordt, zljn de
processen ldentlek; we kiezen nu voor ¢, een getal, dat
slechts 1n &ém blok van nul afwijkt (en wel zdé, dat
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< 4—bi, m,a.w, de 2y blijft het quotient van onderen nade-

3

i
ren, de ¢, blijven dus positief).

Do twee vermenlgvuldigingen per stap zljn nu teruggebdbracht
tot vermenigvuldigingen van een multi-lenghe getal met het
enkesle-lengte getal Gy Een en ander gaat - fenslottes - ten
koste van de quadratische convergentle,. Desondanks is het
proces in deze vorm in tijd, en zeker in programmaruimte,
sanmerkelijk voordeliger.

Hoewel we het nist hebben toegepast, zie lk geen enkel be-
zwaar om de quadraat-wortel op een analoge wiljze te berekenen:
nl,

1
Inleliding: Wy = b.22" &n b0 = b.2" zodat L¢ bos 4

(Ter versnelling van de convergentis):

2
Repetlitie: ci%%('i-bi) Wigq = Wi('!"'ci) en bj_.m =b1(’l+ci)

L1
Resultaat: als bi =1, dan 1s w, = be.

De dubbel-lengte worteltrekking in de ARMAC b,v, maakt er
expliclet gebrulk van, dat het getal maar in dubbele lengte
gegeven istr het argument wordt tussen % en 1 genormeerd:
dan wordt de (enkele lengte) wortel met de normale wortel-
aubroutine getrokken, deze wordt met &én naslag m.b.v.
Newton's lteratie tot tweevoudige lengte wverbeterd, en over
het halve aantal binaire plaatsen teruggeschreven,

Resumepend meoet worden opgemerkt, dat de multl-lengte routines
voor de ARMAC nog al ernstig zijn beinvloed door de beperkin-
gen van de machine. Het inversen-systeem 1s hiervan de minste.
Meey sporen hebben achtergelaten de afwezigheid van de lnge-
bouwde deling van het grotere snelle geheugen en welllcht

van de "volle"” dubbel-lengte accumulator,



